10. osztaly

1. Legyen egy haromsz6g harom oldalanak a hosszaaBizonyitsuk be, hogy
2
c(arb*o” _,
ab+bc+ca

Mikor allhat fenn egyeidség?
Kéantor Sandorné, Debrecen

Megoldas
A feladatban szereplketivs egyenbtlenséget bontsuk két részre és végezzink ekvivalen
atalakitasokat.

2
3sMs4
ab+bc+ca

3(ab+bc+ca)< (a+b+c)’ < 4(ab+bc+ca)

a) Bizonyitsuk ebszo6r a bal oldalt:
3@b+bc+ca)<(a+b+c) (1),

amibsl
a’+b?+c?—ab—bc-cz0.

Kettével vald beszorzas, és a tagok csoportositasekafgak, hogy
@-bf+(b-9°+(c-8°=0,

ami minden valésa , b, cértékre. igaz., igy az (1) egyétienséqg is igaz.

Egyenbség akkor és csak akkor, ha= b =c, azaz szabalyos a haromszog.

b) Nézziik most a jobb oldalt
(@+b+c)?<4(@b+bc+ca) 2)

egyenbtlenséget ekvivalensen alakitjuk tovabb. igy at kelatnunk, hogy
a®+b?+c*<2(ab + bc + ca.

Mivel
2(ab + bc + cg =a (b+c) + b (atc) + ¢ (b+a),

a haromszog-egyeftlenségek felhasznalasaval kapjuk, hogy
a’<a(b+c), b?<b (a +c), & <c (b+a),

amibsl mar kovetkezik a bizonyitando allitas.

igy az ekvivalens atalakitasok miatt a (2) eg§tehség is igaz,& egyenbség soha nem
allhat fent!

Mivel az atalakitasok ekvivalensek, ezért a biztasyia visszafelé bizonyitas mddszerére
vald hivatkozassal lehet befejezni.



2. Oldjuk meg a kovetkézegyenletrendszert a valds szamok halmazan!
4x* -3y =xy’
{xz +xy* =2y
Balazsi Borbala, Beregszasz

Megoldas
.Ha x=0 vagy y =0, kapjuk a(O;O) megoldast.

Ha x# 0és y # Q, az el$é egyenletet szorozzuk megrtel, a masodikaty -nal és adjuk dssze
oket.

4x* =3x°y + X’y = 2y?
X2 +x%y? =2y

Els6 egyenletet szorzatta alakitva
{(V‘ xJy+2x¢)=0

X2+ x%y% =2y
y=x*vagy Yy=-2x°
Ezeket a masodik egyenletbe irva és kihasznaleadeki feltételt kapjuk, hogy

x> =1 = x=1 = y=1
és

5
x5=—% = x=—m =  y=-¥50

Osszesitve: harom megoldas v&dp); (1;1);(—%5{/4_0;—?/5_0)



3. Az AB szakaszon vegyuk fel @ ésD pontokat ugy, hogyAC=CD =DB legyen és
legyen CDEF egy tetséleges paralelogramma. Legy@az AE ésDF, H pedig aBF és

CE metszéspontja. Bizonyitsuk be, hog8 =9GH .
Olosz Ferenc, Szatmarnémeti

Megoldas
LegyenO a paralelogramma atléinak metszéspontja F E
és legyenDK ||CE, CL||DF , KOBF, LOAE.

A paralelogramma atloi felezik egymast, ezért a
DFK haromszdgbe(OH) kdzépvonal éDK = [DH.

A CBH haromszdgbe(DK) kdzépvonal és
CH=2[DK=4[0H, ahonnanCO= BDH.

Hasonldéan bizonyitjuk, hogpO = [B®G.

A COD ésHOG haromszdgek hasonlosagabdl kdvetkezik
CO_DO_CD_
HO GO HG

CD=3[GH és AB= 3CD, tehatAB= 9GH.



4. Egy2n oldalu, szimmetria kozépponttal rendel&eonvex sokszoglapP) csucspontjai
kozil kivalasztunk harmat, jeldljidket A, B, C-vel. Igazoljuk, hogy aABC haromszod

terilete nem nagyobb, miI;Irz-'E, aholT aP sokszdglap teriletét jeldli.

Dalyay Pal Péter, Szeged

Megoldas

JeloljeO a P szimmetria kdzéppontjat &g, B', Crendre az\, B, CpontokO-ra vonatkozé
szimmetrikusait. Harom esetet lehetséges:

1. Eset. HaO illeszkedik azABC haromszog egyik oldaléara, akkor ez csakis az dkelakpontja
lehet, hiszen ellenkézesetben a konvex sokszég ketl tébb csicsa is illeszkedne az dletdal
egyenesre, ami konvex sokszog esetén kizart. Haramszog harmadik csucsat tikrozzik a
szemkdzti oldal felggpontjara (a szimmetria kozéppontra) nézve, akkgmpegalelogrammat kapunk,
amelynek csucsai a sokszog csucsai kdzll valdlka jggralelogramma része a konvex sokszoglapnak,
igy tertilete nem nagyobb mifitami ebben az esetben igazolja a feladat allitasat.

2. Eset. HaO az ABC haromszoglapon kivil van, akkor & pontonéat huzhatunk egy olya
egyenest, amelyik nem metszi a hdromszoglapotA AB, Cpontok és a\', B', Ctukorképek a£
egyenes kilonb@zoldalan helyezkednek el. Tehat ABC és A'B'C egybevagd haromszdglapoknak
nincs kdzos pontjuk és mindkéth konvex sokszdg része, igy ebben az es¢tselv2.

3. Eset. HaO az ABC haromszdglap belspontja (lasd a
mellékelt 4bréat), akkor mivel a&,B,C,A",B", Cpontok a
konvex sokszOg csucsai, kovetkezik, hdgy'BA'CB'egy
konvex hatszdglap, amely része a konvex sokszoglkap
Nyilvanvaléan ahhoz, hogy a csucsok tukorképei
haromszoglapon kivll kerdljenek, szikséges, hogy
szimmetria kdzéppont aABC haromszog kozéppont
haromszogének belsejében legyen. Jeldlje rexdye zaz
O pontnak aBC, CA, ABegyenesekl mért tavolsagata,
b, c a BC, CA, ABoldalak hosszéat, mign, m, m a
megfeleb magassagokat, igy mivejsc + toca + toas = t,
kovetkezik, hogy

Kdnnyen belathato, hog(A',BC) = m - 2%, d(B',AC) = mp- 2yésd(C, AB) = n3- 2z.

Ezek alapjan kiszamithaté a konvex hatszdglapetiil
tAC BACB' = tAC‘B + tBA‘C + tCB’A tt=
_c(m-27) , a(m, -2x), bm,-2y) . _
2 2 2
=4t - (ax+by+cz)=4t -2t =2t
Mivel a konvex hatszdglap része az eredeti koneksziglapnak, kdvetkezik, hogy 2T, ami
igazolja a feladat allithsat ebben az esetben is.




5. Hany olyan egyefiszaru trapéz létezik, amelynek a kerllete 2011 Zsoldalak
meérszama egész szam?
Szab6 Magda, Szabadka

Megoldas
A trapéz oldalai legyenek ebben a sorrendl@gb;c és a=b a parhuzamos oldalak. A
feladat szerint
a+2c+b=2011
a+b=2011-2c
Tehat a parhuzamos oldalak 6sszege paratlan szam,reem lehetnek egyformak. Tehat
a>b biztosan.

lgaz a kbvetkek egyenbtlenséq is:
a<c+b+c

azaz
2a<atctb+c

a+2c+b 2011
a< =

2 2
Tehét az a valamely rogzitett értékére az {1,21805}thalmazbdl a b értéke barmely a-nél
kisebb érték lehet, de paritasban kiloriiek kell lenni, hiszen az 6sszeguk paratlan szam.

Ennek alapjan a lehgtégek szén{ag} és ekkor a c értéke egyértélnmiszen

2011-a-b
c=—"——
2

Tehat a trapéz is egyértelen meghatarozott az oldalaival.

A trapézok keresett szdma:

1005 5
Z[E} =0+1+1+2+2+...+501+501+502+502=

a=1

= 21+2+3+..+502) =2 025503: 252506



6. Adott nyolc kilénb6& pozitiv egész szam a tizes szamrendszerben. KdpéZzmely
kett (pozitiv) kilonbségét, majd az igy kapott 28 szszorozzuk dssze. 6-nak melyik
az a legnagyobb kitéyi hatvanya, amivel ez a szorzat biztosan oszthat6?

Kiss Sandor, Nyiregyhaza

Megoldas
A kovetked allitasok igazak:

Egy szdm akkor és csak akkor oszthato 6-tal, hdaisz2-vel és 3-mal.

Két szdm kulonbsége csak akkor oszthatd 2-vel,Zuk paritasa megegyezik (mindiéett
paros vagy mindkeitparatlan.

Belathatd, hogy négy paros és néegy paratlan szagadasa esetén lesz a Iéhleigkevesebb
paros ténye¥ ugyanis

X 8—-x 4
+ >2
2 2 2
A négy parosbol és a négy paratlanbdl is 6-6 da@rabl oszthatd tényér lehet képezni, a
tobbi tarsitas paratlan lesz. Ez azt jelenti, hBgyek a 12. hatvanyaval biztosan oszthato lesz

a 28 szam szorzata.

A harommal valé oszthatésag szempontjabol a teret€sz szamok algebrai alakja
3k, 3k+1, X+ Zlehet. Az azonos algebrai alaki szamok kilonbségthatd 3-mal.

Legkevesebb 3-mal oszthat6 téngteakkor kapunk, ha a fenti alaki szamok eloszlasa 3,
valamilyen sorrendben.

Ha valamelyik tipusbdl 3 darab van, akkor abbdlBBhérommal oszthaté szamot tudunk
képezni. Ha valamelyiki csak 2, akkor 1 darab 3-mal oszthatot készithetlin

igy a 3 kitewje legalabb 3 + 3 + 1 lesz, vagyis a 3 hetedik &apaval még biztosan oszthato.
Osszegezve: a 28 darab feladatbeli tééyeé hetedik hatvanyaval még biztosan oszthato.

A nyolcadikkal viszont nem feltétlentil, mert péltiam{ 123...8} esetén a szorzat csak 3-nak
csak a 7. hatvanyaval oszthato.



