11. osztaly

1. Igazoljuk, hogy
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barmely n>1 természetes szam esetén.

2
<_
3

Kovacs Béa, Szatmarnémeti

M egoldéas
k
Az Osszeg egy tetszdleges tagja 5 Ezt bovitjik és alakitjuk ugy, hogy felbonthassuk
1+2
két tort Osszegére.
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2. Oldjuk meg a val6s szamok halmazén a
67X — 2 +10v2x+ 3 +124/3x + 3 = 6x + 74

egyenletet.
Olosz Ferenc, Szatmar németi

M egoldéas
Az egyenlet értelmezett, ha xe[2, «).

Az egyenletet &irjuk harom négyzet dsszegére:

(x—2—&/x—2 +9)+(2x+3—10\/2x+3+25)+(3x+ 3—12\/3x+3+36) -0 &
= (\/E—B)Z +(\/2x+3—5)2 +(\/3X+3—6)2 =0.

Ez az egyenl6ség a valos szamok halmazan csak akkor lehetséges, ha

VX—2-3=0 és2x+3-5=0 és/3x+3-6=0,
Mind a harom egyenlet megoldasax =11.

Az egyenlet megoldésa x=11.



3. Egy négyzetbe az dbra szerint két egybevagod téglalapot irunk.

Mekkora az a sz6g?

M egoldéas
l. megoldas.
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Szorozzuk ossze (5.)-6t és (6.)-ot:
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Mivel 0, ezért c=%,tehéta:30"
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Il. megoldas:

D C
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dr. Katz Sandor, Bonyhad

il

(1) bt+ctd=a,

(2) et+f=a.

EPQ A ~QFR A, mert mindegyik derékszogii és
az a-val jelolt szbgek merbleges szérlak.

igy a megfeled oldalak aranya is egyenlé:

Az dbrajeloléseivel:

3) eb=ca,
4)  db=fla.
(1)-b6: b(1+%]:a(1—§], ebbd| és
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Az o-val jeldlt két Uj szog az eredetivel meréleges
széru ezért mind egyenl6k. Haatéglalap oldalai a ésb,
akkor aBC oldalon:

b+ a:sinat+b-cosa =a

b(1+cosa) =a(l-sina) (1)

2 Az EF szakaszon:
b b-sino+a-coso = a
¢ o a-(1-cosa) = b-sina (2)
E
b (1.) et és(2.)-t Gsszeszorozva:
A B 1-cos’ 0. = sin o —sin“

2sinfa —sina =0

2sina (sina-1/2) =0

sin a #0, ezért Sina. = %, azaz a=30°.



I11. megoldas:

Huzzuk be akét egybevago téglalapban az
EB és PR &tlokat, ezek nyivan egyenlék.

Toljuk el aPR atlét a CR=PE=d szakasszal,
ekkor az ETB egyenl6 szar( haromszoget
kapjuk, amelyben az EF magasség felezi a
TB alapot, tehat TF=FB=b. igy aBC

oldalon 2b+2d=a, = b+d=c=a/2.

Az RQF derékszbgii hdromszdg RF
befogoja fele az RQ atfogdnak, tehédt 0=30°.



4. Legyen az ABC haromszdg AB oldaldnak A-hoz kdzelebbi harmadolopontja P, az A-tdl
tavolabbi harmadolopontja Q. Legyen tovédbba a BC oldalon a B-hez kozelebbi
harmadolopont R, a B-t6l tavolabbi harmadolépont S. Legyen a CA oldalon a C-hez
kozelebbi harmadolopont T, a C-tél tavolabbi harmadolépont U. Legyen a PS és BT
szakaszok metszéspontjat az U ponttal 6sszekoté egyenes és a BC szakasz metszéspontja
V. Hat&rozzuk meg a BUV haromszog és a PQRSTU hatszog terliletének aranyét.

Bir6 Balint, Eger

M egoldés
Jeloléseink az dbran lathatok.

A parhuzamos szel6k tételének megforditasa miatt az TS szakasz parhuzamosaz AB
oldallal, tovabba a parhuzamos szel6szakaszok tételébsl kdvetkezéen TS = % AB.

Mivel azonban BP:ZAB, ezért T—Szl
3 BP 2

A TZS és BZP hdromszgek két-két szdgea TS és BP szakaszok parhuzamossaga miatt

egyenlo, tehat a TZS és BZP haromszdgek megfelel6 szbgel egyenlék, vagyis a két

héaromszdg hasonld. A hasonl6saghdl kdvetkezik a megfelelé oldalak ardnyanak egyenlésége,

iqy ebbé! és eléz6 eredmeényiinkbsl 1= = 25 = 21 _ 1 \svetkezik, tehdt a z pont a PS
BP zZP ZB 2

szakasz S ponthoz kdzelebb esé harmadolopontja.

Ismét a parhuzamos szelék tételének megforditasabdl kdvetkezik, hogy az UP szakasz

parhuzamos a BC oldallal, és a parhuzamos szel6szakaszok téele miatt UP = % BC.

Az UPZ ésVSZ haromszogekben két-két sz6g megegyezik, mert az UP és VS szakaszok
parhuzamosak, a k&t hdromsz6g megfelelé szogei egyenlok, tehédt a két haromszdg hasonlo,
ezért amegfelelé oldalak aranya is egyenlé, azaz vs_Vz _ 725 . Ugyanakkor az

uUup Uz 2P
el6z6ekben igazoltuk,



hogy i—‘s = % , ezert L/—i ::J/Z—Z = i—i :% . Eszerint a VS szakasz hosszaaz UP szakasz
hosszénak a felével egyenls, de ebbdl UP = % BC miatt VS = % BC kovetkezik.

Ezért VS+ SC = % BC +% BC = % BC, vagyisaV pont a BC szakasz felez6pontja.

Az UBC h&romsztgben tehdt az UV szakasz stlyvonal, amely felezi az UBC haromszdg
terlletét, azaz Ty, = %TUBC :

Konnyen lathat6, hogy az UBC haromszog terlilete az ABC hdromszég teriletének
kétharmad része, hiszen L'i—g :g ,6saz UC illetve AC oldalakhoz tartozd magassag a két
héaromszdgben egyenlé.

:}TABC, vagyisa BUV ésaz ABC

Ebbd| rogton kovetkezik, hogy Ty, = 2 3 lac T3

héromszogek tertiletének aranya % . Nyilvanvalé, hogy -2 = 1 , hiszen a két haromszog
ABC

szogei a megfelel oldalak egy egyenesbe esése illetve parhuzamossaga miatt egyenlék, ezért
a két hdromszog hasonlé és a megfelel6 oldalak aranya 1 . Hasonléan 1athatd be, hogy

3
TBRQ 1 7 TCTS 1 ’ 1
T e 25 €s ﬂ 25 QY Toapy + Targ + Ters :§'TABC :
Ebbd| kovetkezik, hogy Tporsry = % ‘T g -
. o L . 1 4 TBUV 1
Mivel el6z6 eredménylnk szerint T, = 3 T ppe , €28t ——— = >
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5. Egy 10x10-es téblazat minden soraba és minden oszlopaba az dbran lathaté modon beirjuk
a szamokat 0-t6l 9-ig, majd minden sorban és minden oszlopban bekereteziink pontosan 1
szdmot, teh& Osszesen 10-et. Van-e a bekeretezett szdmok kdzétt mindig legaldbb két

azonos szam?
0 |1 |2 9
9 |0 |1 8
8 |19 |0 7
112 |3 0
M egoldéas

Szab6 Magda, Szabadka

Vegyuk észre, hogy atablazat tetszéleges elemét megkaphatnank Ugy is, hogy a soranak az
elsd eleméhez hozzédadnank az oszlopanak az elsé elemét és vennénk ennek az dsszegnek a

10-es maradékét.

Most bebizonyitjuk, hogy lesz legaldbb két azonos szam.

Bizonyitsunk indirekten, azaz tegyik fel, hogy mind a 10 kivalasztott szam kilonb6z6.

Ekkor akivalasztott szamok dsszege 0+1+ 2+...+ 9= 45, ami 10-es maradéeka 5.
Ezt megkaphatjuk Ugy is, hogy az oszlop és sor Osszegeket adjuk Ossze, ami

2(0+1+2+...+9) =90, aminek a 10-es maradéka 0.

Ez aké maradék nem egyezik meg, tehat ellentmondésra jutottunk, nem igaz a feltétel.



6. Jelolje tetszoleges pozitiv egész n szam esetén t(n) az n szam kilénbozé primosztéinak
szdmé. Mutassuk meg, hogy végtelen sok olyan pozitiv egész n szdm van, amelyre
a) t(n +n) paratlan.

b)) t(n*+n) péaros.
Borbély Jézsef, Tata

M egoldéas

Nyilvanvald, hogy ha (a;b)=1, akkor t(ab)=t(a)+t(b).

A feladatban ezt haszndlva (n;n+1)=1 és n® + n=n(n+1), tehé
t(n? +n)=t(n)+t(n+1)

|gazak a kovetkezd dlitasok (legyen k > 0 egész szam):

Ha n= 2", akkor végtelen sok paros szamra t(n) =1, azaz paratlan
Ha n=2-3%, akkor végtelen sok paros szamra t(n)= 2, azaz péros.
Ha n=3", akkor végtelen sok pératlan szamra t(n)=1, azaz paratlan
Ha n=3-5", akkor végtelen sok pératlan szamra t(n) = 2, azaz paros.

Mésképpen fogalmazva:

nem lehet, hogy paros n-re t(n) csak paros, vagy csak pératlan értéket vegyen fel
ugyancsak nem lehet, hogy pératlan n-re t(n) csak paros, vagy csak pératlan értéket vegyen
fel.

Az elmondottakbdl kdvetkezik, hogy
végtelen sokszor 2 egymés uténi szamra at fliggvény azonos paritésu, ekkor t(n2 + n): paros
végtelen sokszor 2 egymés utani szam kilonbdzé paritést, ekkor t(n2 + n): paratlan



