Matematika belső vizsga feladatok 8. osztályosk számára         

2009. május
1.  
Milyen n természetes számokra lehet 2n +1prím? Mit tudsz az ilyen alakú prímekről?

12 pont
2.
Az osztályból mindenki úszik vagy kerékpározik. Az úszóknak 25 %-a kerékpározik is, és a kerékpározóknak harmada úszik is. 10-en csak kerékpároznak. Hányan vannak, akik csak úsznak?  
10 pont
3.
a) 
Egy ember fején átlagosan 150 000 hajszál található. A földön 7 milliárd ember él. 


Hány hajszála van az emberiségnek? (A választ normálalakban add meg!)

6 pont

b)
Mutassuk meg, hogy minden n természetes számra n4 +64 összetett szám!

12 pont
A 4-7. feladatokból hármat kell megoldanod. Dolgozatodon, a neved mellett jelezd, hogy melyik feladatot hagyod ki!

4.

a)
10 Ft-os, 16 Ft-os, és 24 Ft-os bélyegekből összesen 22 db-ot ragasztottam fel a 



leveleimre, így 308 Ft értékű bélyeget   használtam föl. Melyik fajtából mennyi 



használtam?

9 pont
b)
Oldjuk meg a természetes számok halmazán!         1 + x + x2 + x3  =  2y
11 pont

5.
a) 
Oldjuk meg a következő egyenletet a valós számok halmazán!  x2+y2 +1 = xy+x+y.

10 pont
b)
Mekkora ab maximuma, ha a+4b=2?

10 pont
6.
ABC háromszögben AC=BC.   A  BAC szög felezője D-ben metszi a BC szárat. 

a)
Mekkora az ADB( , ha BAC( = (








      5 pont
b) 
Milyen értékeket vehet fel az ADB szög ?







      6 pont

c)
 Mekkorák a háromszög szögei, ha f( és ma 15(-os szöget zár be egymással?    9 pont


       (f( és ma az A csúcsból húzott szögfelező és magasságvonal.)
7.
a) 
Egy háromszöget két súlyvonala három háromszögre és egy négyszögre bont. 


Mekkora az eredeti háromszög területe, ha a négyszögé 8 cm2 ?

8 pont


b)
Egy derékszögű  háromszög befogói a=5 cm és b=12 cm. Mekkora a beírt kör
 r sugara, és  az a oldalt kivülről érintő kör ra sugara? 

12 pont
Matematika belső vizsga 8. osztály   2009.  Megoldások.

1. 
Válasz:  3 p.  bizonyítás 6 p.   elnevezés, ellenpélda 3 p.  Továbbiak, max 3 p. 
2.
Az osztályból mindenki vagy úszik vagy kerékpározik. Az úszóknak 25 %-a kerékpározik is, és a kerékpározóknak harmada úszik is. 10-en csak kerékpároznak. Hányan vannak, akik csak úsznak?  
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A kerékpározók harmada úszik is, tehát a 10 fő az úszók kétharmada, ⇒ y = 5. Ez viszont az összes úszó 25 %-a tehát aki csak úszik az 75 %, azaz x = 15 fő. 

9 p. 
Ell. A 20 úszónak valóban 25 %-a azaz 5 fő kerékpározik,  a 15 fő kerékpározónak valóban harmada úszik is. 
1 p.
3.
 a)  Egy ember fején átlagosan 150 000 hajszál található. A földön 7 milliárd ember él. Hány hajszála van az emberiségnek? (A választ normálalakban add meg!)


150 000 = 1,5 ·105                              







1 p.

7 milliárd = 7·109












2 p. 


Az összes hajszál: 7·109 · 1,5·105 = 10,5 · 1014 = 1,05 ·1015    


3 p. 


b) Mutassuk meg, hogy minden n természetes számra n4+ 64 összetett szám! 

n4+64=n4+82+2·n2·8 -16n2 = (n2 +8)2 -(4n)2  = (n2 +8 -4n)(( n2 +8 +4n)


8 p.
A kisebb tényező  n2 +8 -4n = (n-2)2 +4 > 1, 

n4+64 felírható két, 1-nél nagyobb természetes szám szorzataként, tehát összetett.    4p.
4.
a) 10 Ft-os, 16 Ft-os, és 24 Ft-os bélyegekből összesen 22 db-ot ragasztottam fel a leveleimre, 
így 308 Ft értékű bélyeget használtam föl. Melyik fajtából mennyi használtam?

Ha az egyes fajtákból x, y, z darabot vettem, akkor 

x + y+ z = 22

                                                10x + 16y + 24z = 308    





2 p.

Vonjuk ki a második egyenletből az első 10-szeresét!

6y + 14z = 88

                                                          3y + 7z =44







2 p.

44 3-as maradéka 2,  1·7, 2·7, 3·7 közül  2·7 3-as maradéka 2, ezért z0 =2, y0=10 x0=10 megoldás.  z1=2+7= 9 és y1=10-3=7  x1=6   is megoldás, és más megoldás már nincs.  3 p.

Tehát      10 db 10 forintos, 10 db 16 forintos és 2 db 24 Ft-os, vagy 




 6 db 10 forintos, 7 db 16 forintos és 9 db 24 Ft-os bélyeget használtam fel.   2 p.

Mindegyik lehetőség megfelel minden feltételnek. 






Ö.: 9 pont
b) Oldjuk meg a természetes számok halmazán! 1 + x + x2 + x3 = 2y  
x =0,  y= 0 megoldás.












 
  2 p.
Ha y>0,  akkor x csak páratlan lehet. 









 1 p.
1 + x + x2(1+x) = 2y
(1 + x)(1+ x2) = 2y 





4 p. 
2y minden osztója kettő-hatvány, de ha  x páratlan akkor 1+x2  négyes maradéka 2, és csak egy olyan 2-hatvány van, amelynek négyes maradéka 2. 
Így csak x=1 lehet a páratlan megoldás, ehhez y=2.  




4 p.    Ö.: 11 p.
5.
a) Oldjuk meg a következő egyenletet a valós számok halmazán!  x2 +y2+1=xy+x+y   
Rendezzünk egy oldalra és szorozzunk 2-vel!

2 x2 +2y2 +2 - 2xy  -2x -2y =0 
                                                   (x-y)2 +(x-1)2+(y-1)2 = 0






7 p.

Négyzetszámok össszege csak akkor lehet 0, ha mind 0. Tehát csak x=1, y=1 lehet. 


Ez jó megoldás.













1+1+1= 3 p.
6. Mekkora ab maximuma, ha a+4b=2?
Alkalmazzuk a számtani és mértani közép összefüggéséből adódó 
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egyenlőtlenséget  x=a és y=4b esetén! 
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6 p.

Látható, hogy ab nem lahet nagyobb ¼-nél. 








1 p. 

Ennyi akkor és csak akkor lehet, ha a=4b=1, azaz a=1, b=1/4.  




3 p.

Össz.: 10 pont
6. ABC háromszögben AC=BC.   A  BAC szög felezője D-ben metszi a BC szárat. 

a) Mekkora az ADB(, ha BAC(=(
b) Milyen értékeket vehet fel az ADB szög ?


c)
 Mekkorák a háromszög szögei, ha f( és ma 15(-os szöget zár be egymással?  


       (f( és ma az A csúcsból húzott szögfelező és magasságvonal.)
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a) ADB∡ = δ= 180(-1,5α.





5 p.
b) Mivel 0( < α < 90(, ezért  45( <δ<180(.     

6 p.

c)  Ha ma van az alaphoz közelebb, akkor 

     
δ=75(  ( α = 70(, a szögek 70(, 70(, 40(.

5 p.
Ha fα van az alaphoz közelebb, akkor 

      δ=105(  ( α = 50(, a szögek 50(, 50(, 80(. 

4 p.
Ö.: 20 pont
7.
a) 
Egy háromszöget két súlyvonala három háromszögre és egy négyszögre bont. 



Mekkora az eredeti háromszög területe, ha a négyszögé 8 cm2 ?
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Ha a háromszög területe t, akkor, 

mivel a súlyvonalak felezik a területet, ezért  az ABE hsz. területe t/2,

és mivel S harmadolja a BE szkaszt, ezért az ASE hsz. területe t/6

és az ASDC négyszög területe t/3. 

Ha t/3= 8 cm2, akkor  t= 24 cm2.                             2+2+2+2=8 pont

b)
Egy derékszögű  háromszög befogói a=5 cm és b=12 cm. Mekkora a beírt kör

 r sugara, és  az a oldalt kivülről érintő kör ra sugara? 
t = 
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   4 p. Ö: 12 pont
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